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第1章　函数与极限

1.1　复习笔记

一、映射与函数

1 函数

（1）函数的性质（见表1-1）

表1-1　函数的性质

（2）反函数与复合函数

①反函数的特点

a．函数f和反函数f－1的单调性一致。

b．f的图像和f－1的图像关于直线y＝x对称。

②复合函数

g与f能构成复合函数f°g的条件是：f的定义域与g的值域的交集不能为空集。

（3）函数的运算

设函数f（x），g（x）的定义域为Df，Dg，且定义域有交集为D，则可定义这两个函数的下列运算

和（差）f±g：（f±g）（x）＝f（x）±g（x），x∈D。

积f·g：（f·g）（x）＝f（x）·g（x），x∈D。

商f/g：（f/g）（x）＝f（x）/g（x），x∈D\{x|g（x）＝0，x∈D}。

（4）初等函数

5类基本初等函数：幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数。

二、数列的极限

1 数列极限的定义

数列{xn}收敛于a⇔ ⇔∀ε＞0，∃正整数N，当n＞N时，有|xn－a|＜ε。

数列{xn}是发散⇔ 不存在。

2 收敛数列的性质

（1）唯一性

如果数列{xn}收敛，则它的极限唯一。

（2）有界性

如果数列{xn}收敛，则数列{xn}一定有界。

①有界数列：存在正数M，使得对于一切xn都满足不等式|xn|≤M。

②无界数列：不存在正数M，使得对于一切xn都满足不等式|xn|≤M。

（3）保号性
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如果 ，且a＞0（或a＜0），则存在正整数N＞0，当n＞N时，都有xn＞0（或xn＜0）。

推论：如果数列{xn}从某项起有xn≥0（或xn≤0）且 ，则a≥0（或a≤0）。

（4）收敛数列与其子数列间的关系

①如果数列{xn}收敛于a，则它的任一子数列也收敛，且极限也是a。

②如果数列{xn}有两个子数列收敛于不同的极限，则数列{xn}是发散的。

③一个发散的数列也可能有收敛的子数列。

三、函数的极限

1 函数极限的定义

（1）函数f（x）极限的两种情形

①自变量x趋于有限值x0时函数的极限

只有 及 都存在并且相等时，x→x0时极限存在。

②自变量x趋于无穷大时函数的极限

⇔∀ε＞0，∃δ＞0，当|x|＞X时，有|f（x）－A|＜ε。

2 函数极限的性质

（1）唯一性

如果 存在，则这极限唯一。

（2）局部有界性

如果 ，则存在常数M＞0和δ＞0，使得当0＜|x－x0|＜δ时，有|f（x）|≤M。

（3）局部保号性

①如果 ，且A＞0（或A＜0），则存在常数δ＞0，使得当0＜|x－x0|＜δ时，有f（x）＞0（或f（x）＜

0）。

②如果 ，则存在着x0的某一去心邻域
°

U（x0），当x∈
°

U（x0）时，有|f（x）|＞|A|/2。

③如果在x0的某去心邻域内f（x）≥0（或f（x）≤0），而且 ，则A≥0（或A≤0）。

（4）函数极限与数列极限的关系

如果极限 存在，{xn}为函数f（x）的定义域内任一收敛于x0的数列，且满足：xn≠x0（n∈N＋），则相应的

函数值数列{f（xn）}必收敛，且 。

四、无穷小与无穷大

1 无穷小

若 ，称f（x）是x→x0时的无穷小量。

2 无穷大

（1）定义

若 ，称f（x）是x→x0时的无穷大量。

（2）渐近线

设曲线y＝f（x）

①斜渐近线y＝kx＋b
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特别地，当k＝0时，曲线有水平渐近线y＝b。

②垂直渐近线

若 （或者左、右极限趋于无穷），则垂直渐近线为x＝x0。

3 无穷大与无穷小之间的关系

在自变量的同一变化过程中，如果f（x）为无穷大，则1/f（x）为无穷小；反之，如果f（x）为无穷小，且f（x）

≠0，则1/f（x）为无穷大。

五、极限运算法则

1 极限运算法则相关定理

（1）定理1

两个无穷小的和是无穷小，有限个无穷小之和也是无穷小。

（2）定理2

有界函数与无穷小的乘积是无穷小。

①推论1：常数与无穷小的乘积是无穷小。

②推论2：有限个无穷小的乘积是无穷小。

（3）定理3

如果limf（x）＝A，limg（x）＝B，则

①lim[f（x）±g（x）]＝limf（x）±limg（x）＝A±B；

②lim[f（x）·g（x）]＝limf（x）·limg（x）＝A·B；

③若又有B≠0，则lim（f（x）/g（x））＝limf（x）/limg（x）＝A/B

a．推论1：如果limf（x）存在，而c为常数，则lim[cf（x）]＝climf（x）；

b．推论2：如果存在，而n是正整数，则lim[f（x）]n＝[limf（x）]n。

（4）定理4

设有数列{xn}和{yn}， ，则

① ；

② ；

③当yn≠0（n＝1，2，…）且B≠0时， 。

（5）定理5

如果φ（x）≥ψ（x），而limφ（x）＝A，limψ（x）＝B，则A≥B。

（6）定理6（复合函数的极限运算法则）

设函数y＝f[g（x）]是由函数u＝g（x）与函数y＝f（u）复合而成，f[g（x）]在点x0的某去心邻域内有定义，若

， ，且存在δ0＞0，当x∈U（x0，δ0）时，有g（x）≠u0，则

2 x→x0时有理分式函数的极限

设多项式f（x）＝a0x
n＋a1x

n－1＋…＋an，则
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又设有理分式函数F（x）＝P（x）/Q（x），其中P（x），Q（x）都是多项式，于是

如果Q（x0）≠0，则

注：若Q（x0）＝0则关于商的极限的运算法则不能应用，那就需要特别考虑。

六、极限存在准则及两个重要极限

1 极限存在准则

（1）夹逼准则

①夹逼准则1

如果数列{xn}，{yn}及{zn}满足下列条件：

a．从某项起，即∃n0∈N＋，当n＞n0时，有yn≤xn≤zn；

b． ，则数列{xn}的极限存在，且 。

②夹逼准则2

a．当x∈
°

U（x0，r）（或|x|＞M）时，g（x）≤f（x）≤h（x）；

b． ，则 存在，且等于A。

（2）单调有界准则

单调有界数列必有极限。

（3）左极限存在准则

设函数f（x）在点x0的某个左邻域内单调并且有界，则f（x）在x0的左极限f（x0
－）必定存在。

（4）柯西极限存在准则

数列{xn}收敛的充分必要条件是：对于任意给定的正数ε，存在正整数N，使得当m＞N，n＞N时，有|xn－xm|＜ε。

2 两个重要极限

，

3 常见函数的极限

（1） 。

（2） 。

（3） （令t＝arcsinx）。
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（4） （令t＝－x）。

（5） （sinx有界，1/x（x→∞）为无穷小）， 。

（6） ，其中a0≠0，b0≠0，m和n为非负整数。

（7）幂指函数的极限

一般地，对于形如u（x）v（x）（u（x）＞0，u（x）≠1）的函数（通常称为幂指函数），如果limu（x）＝a＞0，

limv（x）＝b，limu（x）v（x）＝ab。

注：这里三个lim都表示在同一自变量变化过程中的极限。

4 有关sinx，x，tanx的不等式

sinx＜x＜tanx，∀x∈（－π/2，0）或（0，π/2）

七、无穷小的比较

1 相关无穷小的定义（见表1-2）

表1-2　相关无穷小的定义

2 定理

设α～
～

α，β～
～

β且lim（
～

β/
～

α）存在，则lim（β/α）＝lim（
～

β/
～

α）。

3 常用的等价无穷小

sinx～x，tanx～x，arcsinx～x，1－cosx～x2/2（x→0），ln（1＋x）～x（x→0），ex－1～x（x→0），（1＋

x）α－1～αx（x→0）

八、函数的连续性与间断点

1 函数的连续性

（1）连续

f（x）在x0连续⇔∀ε＞0，∃δ＞0，当|x－x0|＜δ，有|f（x）－f（x0）|＜ε。

（2）左连续和右连续

①左连续

若 ，则称f（x）在点x0处左连续。

②右连续

若 ，则称f（x）在点x0处左连续。

③连续函数

在区间上每一点都连续的函数，称为在该区间上的连续函数，又称函数在该区间上连续。

④有理分式函数的连续性
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对于有理分式函数F（x）＝P（x）/Q（x），只要Q（x0）≠0，则 ，因此有理分式函数在其定义域内

的每一点都是连续的。

2 函数的间断点的类型（见表1-3）

表1-3　函数间断点的类型

九、连续函数的运算与初等函数的连续性

1 连续函数的和、差、积、商的连续性

设函数f（x）和g（x）在点x0连续，则它们的和（差）f±g、积f·g及商f/g（当g（x0）≠0时）都在点x0连续。

2 反函数与复合函数的连续性

（1）反函数的连续性

如果函数y＝f（x）在区间Ix上单调增加（或单调减少）且连续，则它的反函数x＝f－1（y）也在对应的区间Iy＝{y|y

＝f（x），x∈Ix}上单调增加（或单调减少）且连续。

（2）复合函数的连续性

①定理1

设函数y＝f[g（x）]由函数u＝g（x）与函数y＝f（u）复合而成，
°

U（x0）⊂Df°g。若 ，而函数y＝

f（u）在u＝u0连续，则

②定理2

设函数y＝f[g（x）]是由函数u＝g（x）与函数y＝f（u）复合而成，U（x0）⊂Df°g。若函数u＝g（x）在x＝x0连

续，且g（x0）＝u0，而函数y＝f（u）在u＝u0连续，则复合函数y＝f[g（x）]在x＝x0也连续。

3 初等函数的连续性

（1）基本初等函数在它们的定义域内都是连续的。

（2）一切初等函数在其定义区间内都是连续的。

十、闭区间上连续函数的性质

1 函数f（x）在闭区间[a，b]上连续

如果函数f（x）在开区间（a，b）内连续，在右端点b左连续，在左端点a右连续，则函数f（x）就是在闭区间[a，b]

上连续。

2 闭区间上连续函数的性质（见表1-4）

表1-4　闭区间上连续函数的性质
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纸质书常见问题

  1．纸质书能否单独购买？

  答：不能。纸质书是为已购买电子书产品（电子书、题库等）的用户所提供的相对应的赠品，非卖品，严禁商用。

  2．纸质书页数及内容问题。

  答：由于排版差异，纸质书实际页数与描述可能略为不同，以实物为准。纸质书的内容可能会存在过时等问题，而电子书的内

容是实时更新的，最新内容均以电子书内容为准。

  3．关于发货

  答：默认中通或圆通快递发货。一般除春节等节假日及特殊情况外，正常发货时间为3天左右，如有特殊情况，可及时联系在

线客服。如特殊指定顺丰快递或其他快递的，请联系在线客服补运费差价。

  4．签收提醒

  答：买家签收或委托第三方签收，签收时务必查看包裹是否完整，如有破损或挤压变形等情况，请检查购买商品的数量和外

观，有问题请及时联系我们或拒绝签收，一旦签收即表示收到的商品完好无损，如有损失则由买家承担。

  5．退换货问题

  答：纸质书属于赠品，不支持退换货，但如果出现发错货等服务问题及缺页、空白页等质量问题，可申请补发或退换（电子书

产品除外，自己承担运费），自签收之时起（以快递官网签收时间为准），7天内非质量问题退换货的运费由买家承担，因质量问

题退换货的运费由本站承担（如有涂写、损坏等影响二次销售的行为不支持退换货）。

电子书常见问题

  1．电子书产品（电子书、题库、视频、全套等）能在几种设备上使用？如何使用？

  答：支持电脑（WIN10、WIN8、WIN7）、手机、平板等多端同步使用。电脑端在线版在本网站登录即可使用，电脑端下载版只

能绑定一台电脑使用，手机端及平板等移动设备访问并登录本网站即可使用。

3 一致连续性

（1）一致连续与连续的关系

如果函数f（x）在区间I上一致连续，则f（x）在区间I上一定连续；当f（x）在区间I上连续，f（x）在区间I上不一

定一致连续。

（2）一致连续性定理

如果函数f（x）在闭区间[a，b]上连续，则它在该区间上一致连续。

团队实力

常见问题
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  2．我已购买的电子书在哪里查看？

  答：电脑或手机上登录后点击“查看购买记录”。

  请务必确认，你是使用购买了电子书产品的账号登录查看。

  3．视频可以离线观看吗？

  答：不可离线观看。

  如你在使用中遇到了其他无法自行解决的问题，请联系客服。
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